
道生成空間の圏と単一対象圏上のカノニカル位相・層のトポス

本稿では、対象が閉区間  のみであり、射がその連続自己写像全体であるような圏  について、そこに定まるカノニカ
ル Grothendieck 位相 (canonical Grothendieck topology) を明示的に決定します。さらに、この単一対象の site  と、位相空
間の圏  の中で「道生成空間の圏 (category of path-generated spaces)」と呼ばれる極めて都合の良い充満部分圏  との間の
深い圏論的な関係性（充満忠実な埋め込み）について、詳細な証明とともに解説します。

数学的な定義、命題、および証明は厳密性を保つため「だ・である調」で記述し、概念の直観的な意味や背景についての補足説
明は「です・ます調」で記述します。以前の解説で省略された部分もすべて展開し、自己完結的 (self-contained) な構成としてい
ます。

1. 圏  とカノニカル位相の決定

まずは、対象が閉区間  ただ1つであるような圏  に、カノニカル Grothendieck 位相  を導入します。この位相が具体
的にどのような「被覆 (covering)」によって与えられるかを厳密に求めます。

定義 (単一対象圏  と篩 (sieve)):
圏  を、  (  は通常の位相を持つ実数直線上の閉区間)、および 

 とする圏とする。
対象が1つしかないため、この圏は連続自己写像のなすモノイドと同一視できる。
この圏  における対象  上の篩 (sieve)  とは、  の部分集合であり、右イデアル (right ideal) となっているもの、
すなわち「  かつ  ならば 」を満たすもののことである。

定義 (カノニカル位相 (canonical topology)):
圏  上のカノニカル位相  とは、すべての表現可能前層 (representable presheaf)  が層 (sheaf) となるよ
うな最も細かい (最大の) Grothendieck 位相のことである。
この位相における被覆篩 (covering sieve) は、有効エピ射族 (effective epimorphic family) によって生成される篩と一致する。

では、この圏  におけるカノニカル位相の被覆篩は、具体的に位相空間論の言葉でどのように翻訳されるでしょうか。結論から
言えば、それは「結合的に全射 (jointly surjective) となる連続写像の集まり」に他なりません。以下の命題でこれを証明します。

命題 (圏  におけるカノニカル位相の決定):
圏  上のカノニカル位相  において、対象  上の篩  が被覆篩 (covering sieve) であるための必要十分条件は、篩  に属
する連続写像族  が結合的に全射 (jointly surjective) であること、すなわち

I = [0, 1] B

(B, J)
Top C

B

I = [0, 1] B J

B

B Ob(B) = {I} I = [0, 1]
HomB(I, I) = {f : I → I ∣ f は連続写像}

B I S HomB(I, I)
f ∈ S g ∈ HomB(I, I) f ∘ g ∈ S

B Jcan hI = HomB(−, I)

B

B

B Jcan I S S

{fλ : I → I}fλ∈S

⋃
fλ∈S

fλ(I) = I



を満たすことである。

証明.

カノニカル位相の定義より、  が被覆篩であることと、  が  において有効エピ射族であることが同値である。したがって、
族  が有効エピ射族であることと、結合的に全射であることが同値であることを示せばよい。

(1) 有効エピ射族ならば結合的に全射であること:
対偶を示す。もし  が結合的に全射でないと仮定する。すなわち、ある点  が存在して、任意の  と任意の 

 に対して  となる。このとき、一致条件を満たすが分解を許さないような「テスト用の写像」を構成する。
 は完全正規空間であるため、  だけで非ゼロとなる連続関数を容易に構成できる。例えば、2つの異なる連続写像 

 を以下のように定める。  (恒等写像) とし、  は  の十分小さな近傍以外では  と一致し、  に
おいては  となるような連続写像とする。
すると、任意の  の像には  が含まれない近傍をとれるため、その像の上では  と  は完全に一致する。すなわち、
任意の  について

が成り立つ。これは  に関する自明な一致条件 (右からの合成が等しい) を満たす。しかし、全体として  であるた
め、これは有効エピ射族の定義 (一致条件を満たす写像が一意に定まること) に反する。ゆえに、有効エピ射族であれば必ず結合
的に全射である。

(2) 結合的に全射ならば有効エピ射族であること:
族  が結合的に全射であると仮定する。この族が有効エピ射族であることを示すには、任意の対象(ここでは  のみ)への写
像族  が以下の一致条件を満たすとき、一意な写像  が存在して  となることを示せばよ
い。
一致条件: 任意の  と任意の  について、  ならば  が成り立つ。

写像  を次のように構成する。任意の  について、  が結合的に全射であるため、ある  と  が存
在して  となる。このとき、  と定義する。
まず、これが well-defined であることを確認する。別の  と  を用いて  と表されたとする。ここで、  か
ら  への定値写像 (constant map)  (それぞれ常に値  をとる写像) を考える。定値写像は連続であるため 

 の元である。仮定より

すなわち、写像として  が成り立つ。一致条件より、これに対応する  の合成も等しくなければならない。

任意の  で評価すると  となり、  の値は代表元の選び方に依らず well-defined である。

次に  の連続性を示す。  はコンパクト (compact) Hausdorff空間であり、局所コンパクト (locally compact) でもある。位相空
間論における一般論として、コンパクトHausdorff空間  上の結合的に全射な連続写像の族  は、直和空間  から  への
商写像 (quotient map) を定める (より正確には、有限部分被覆をとることで有限個の直和からの商写像となり、これは閉写像で
あるため商位相と一致する)。  はこの商位相に関して well-defined に定まる写像であるため、連続写像となる。すなわち 

 である。
また構成法から明らかに  を満たし、このような  は  のすべての点で値が指定されるため一意である。
したがって、  は有効エピ射族である。
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2. 有効エピ射族と有効エピ射の厳密な定義

前節および今後の証明の核となる「有効エピ射族 (effective epimorphic family)」と、それを単一の射に制限した「有効エピ射
(effective epimorphism)」の普遍性による圏論的な定義を、ここで改めて厳密に書き下しておきます。直観的には、「分割された
ピース（定義域）の上で矛盾なく定義された関数は、必ず全体（値域）の上の関数として一意に張り合わせることができる」と
いう性質を表現しています。

定義 (有効エピ射族 (effective epimorphic family)):
圏  において、同一の終域  を持つ射の族  が有効エピ射族であるとは、以下を満たすことである。
任意の対象  と、以下の一致条件 (compatibility condition) を満たす任意の射の族  に対して、ある一意な
射  が存在して、すべての  について  を満たす。
一致条件: 任意の対象  と、任意のインデックス 、および任意の射 ,  について、

が成り立つ。

※圏  が引き戻し (pullback) を持つ場合、この条件は、  が図式  の余極限 (colimit) になることと同値であ
る。

定義 (核対 (kernel pair) と有効エピ射 (effective epimorphism)):
射  に対して、  自身の引き戻し  が存在するとき、そこからの2つの射影  の組を 
の核対 (kernel pair)という。集合で言えば「  となるような組  の全体」である。
射  が有効エピ射であるとは、  が自身の核対の余等化子 (coequalizer) となること、すなわち以下の図式が余極限
図式となることである。

具体的な圏における有効エピ射の例を挙げます。集合の圏  においては、写像が有効エピ射であることと、全射 (surjective)
であることは同値です。位相空間の圏  においては、連続写像が有効エピ射であることと、それが商写像 (quotient map) で
あることは同値です（単なる全射な連続写像ではなく、終域の位相が始域から誘導される商位相と一致する必要があります）。

3. 道生成空間の圏 (Category of Path-generated spaces)

次に、部分圏  が稠密 (dense) になるような、位相空間の圏  の充満部分圏の中で「最大の圏 」を考えます。これが本稿
の主題の1つである道生成空間の圏 (category of path-generated spaces) です。この圏  における空間の位相は、すべて 

 からの連続写像 (すなわち空間内の「道」) だけで完全に決定されるという直観的かつ強力な性質を持っています。

定義 (稠密部分圏 (dense subcategory)):
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圏  の部分圏  が  において稠密 (dense) であるとは、米田埋め込みの制限が充満忠実になること、すなわち「  の任意の対
象  が、  の対象から  への射からなる標準的なコンマ圏  上の図式の余極限として復元できること」である。
式で表せば、自然な同型

が成り立つことである。

定義 (道生成空間 (path-generated space) の圏 ):
位相空間  が道生成空間であるとは、  の位相が、  から  へのすべての連続写像の族  によって定ま
る終位相 (final topology) と一致することである。
すなわち、  の部分集合  が開集合 (または閉集合) であるための必要十分条件が、 「任意の連続写像 (道)  に
ついて、引き戻し  が  において開集合 (または閉集合) となること」 である。
すべての道生成空間と連続写像からなる  の充満部分圏を  とする。

この圏  がどのくらい「大きな」圏なのか疑問に思うかもしれません。「道で生成される」という厳しい制約がついているよう
に見えますが、実は我々が通常の幾何学で扱う空間のほとんどすべてを包含する巨大な圏です。以下はすべて道生成空間です。

すべての可量空間 (metric spaces)

すべての多様体 (manifolds)

すべての CW複体 (CW complexes) - 代数的位相幾何学の主役

すべての局所コンパクト (locally compact) Hausdorff空間

反例として排除されるのは、非可算個の積位相空間などの「道が全く引けないのに位相が複雑すぎる」ような、幾何学的に病的
な (pathological) 空間のみです。

そして何より、この道生成空間の圏  は極めて都合の良い圏 (convenient category of topological spaces) になります。通常の
位相空間の全体  は「関数空間  に自然な位相が入るとは限らない (デカルト閉ではない)」という致命的な欠陥を持って
います。しかし、  はデカルト閉 (cartesian closed) であり、任意の  に対して以下の自然な同型が成り立ちま
す。

病的な空間を切り捨てるだけで、関数空間が自然に構成できる理想的な幾何学の舞台が立ち上がるのです。

4. トポス  への充満忠実な埋め込み

最後に、この都合の良い位相空間の圏  と、第1節で定義した層のトポス  を結びつけます。空間  を「区間  から 
への連続写像を測り棒とした前層」として見なすことで、空間の圏  は情報の損失なくトポスに埋め込むことができます。この
見事な圏論的定理を完全な形で証明します。

命題 (制限米田関手 (restricted Yoneda functor) による埋め込み):
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道生成空間の圏  における任意の対象  に対して、前層  は  上の層 (sheaf) である。したが
って、制限米田関手

が well-defined に定まる。さらに、この関手  は充満忠実 (fully faithful) である。

C X R(X) = HomC(−, X)|B (B, Jcan)

R : C → Sh(B, Jcan), X ↦ HomC(−, X)|B

R

証明.

(1)  が層になることの証明:
前層  が層条件を満たすことを示す。カノニカル位相  における被覆は有効エピ射族によって与えられる。すなわち、
圏  における有効エピ射族  を任意にとる。
表現可能関手 (representable functor)  は、連続性により余極限 (colimit) を極限 (limit) に変換する。
位相空間の圏  (およびその余反射的部分圏 ) において、有効エピ射族の図式は商写像に対応する余極限図式と一致する。
したがって、  における有効エピ射族の余極限図式  （または複数の添字に関する一般の図式）は、共変表現
可能関手によって集合の圏  における等化子 (equalizer) の図式へと反変に移される。

この系列が等化子となることは、局所的なデータ（極限）が大域的なデータ（余極限への写像）と一対一対応するという層の公
理 (sheaf condition) そのものである。ゆえに  である。

(2)  が充満忠実であることの証明:
圏論の一般論として、部分圏  が圏  において稠密 (dense) であることと、制限米田関手  が充満忠実である
ことは同値である。これに則り、自然な写像

が全単射であることを直接計算によって示す。
 の定義により  は  において稠密であるため、任意の  は、コンマ圏  上の図式の余極限として復元され
る。

この同型を用いて、左辺の集合  を計算する。共変関手  は余極限を極限に変換するため、

が成り立つ。
一方で、右辺の自然変換の集合  を考える。米田の補題 (Yoneda lemma) より、前層の圏 (および層の圏)
においては、任意の対象  は表現可能前層の余極限として書ける (共密度定理)。

ここで  である。したがって、自然変換の集合は以下のように計算できる。
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この埋め込みが意味する「世界観」は、幾何学と論理学の融合です。道生成空間の圏  に属する空間は、トポス  の
内部において何一つ情報を失うことなく「層」として完全にシミュレートできます。トポスはサブオブジェクト・クラシファイ
ア (subobject classifier) の存在など、位相空間の圏以上に豊かな高階論理 (higher-order logic) のインフラを持っています。我々が
よく知る「幾何学的な空間」を、トポス内部の純粋に代数的・論理的な対象として取り扱う Grothendieck 的なアプローチが、こ
こに美しく正当化されるのです。
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再び米田の補題より、  が成り立つため、これを代入すると、

となる。以上より、左辺と右辺は全く同じ極限として計算され、両者が同型であることが証明された。ゆえに  は充満忠実で
ある。
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